Урок №8

«Обобщение по теме четырёхугольник»

Задача №1.

Дана трапеция ABCD с основанием AD. Биссектрисы внешних углов при вершинах A и B пересекаются в точке P, а при вершинах C и D — в точке Q. Докажите, что длина отрезка PQ равна половине периметра трапеции. 

Решение. Пусть M и N — середины сторон AB и CD. Треугольник APB прямоугольный, поэтому PM = AB/2 и MPA = PAM, а значит,  PMAD. Аналогичные рассуждения показывают, что точки P,M,N и Q лежат на одной прямой и PQ = PM + MN + NQ = (AB + (BC + AD) + CD)/2. 

Задача№2(для использования в дальнейшем)

На сторонах BC,CA,AB треугольника ABC взяты точки A1,B1,C1. Докажите, что 
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Решение. 

Применяя теорему синусов к треугольникам ACC1 и BCC1, получаем  
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, т. е.  
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. Аналогично  
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. Для завершения доказательства остается перемножить эти равенства. 

Замечание. Аналогичное утверждение справедливо и для отношений ориентированных отрезков и углов в том случае, когда точки взяты на продолжениях сторон.

Задача №3

Противоположные стороны выпуклого шестиугольника попарно параллельны. Докажите, что прямые, соединяющие середины противоположных сторон, пересекаются в одной точке. 

Решение. Пусть диагонали AD и BE данного шестиугольника ABCDEF пересекаются в точке P;  K и L — середины сторон AB и ED. Так как ABDE — трапеция, отрезок KL проходит через точку P. По теореме синусов sin APK : sin AKP = AK : AP и sin BPK : sin BKP = BK : BP. Так как sin AKP = sin BKP и AK = BK, то sin APK : sin BPK = BP : AP = BE : AD. Аналогичные соотношения можно записать и для отрезков, соединяющих середины двух других пар противоположных сторон. Перемножая эти соотношения и применяя результат предыдущей задачи к треугольнику, образованному прямыми AD,BE и CF, получаем требуемое. 

Задача №4

Найдите длину окружности, вписанной в ромб, если:

1. диагонали ромба равны 6 см и 8 см;

2. сторона ромба равна а и острый угол равен А.

Решение:

1. Рассмотрим ромб ABCD. Диагональ BC равна 8 см, диагональ АС равна 6 см. Центр окружности, вписанной в ромб, находится в точке пересечения диагоналей ромба. Стороны ромба лежат на прямых, являющихся касательными к окружности, вписанной в ромб. Радиус, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной, значит ОК перпендикулярен ВС. Рассмотрим треугольник ВОС. Так как диагонали ромба перпендикулярны, то треугольник ВОС – прямоугольный. ОК – высота треугольника ВОС, проведенная из вершины прямого угла. Так как площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов или половине произведения его основания на высоту, то

Для треугольника ВОС:

S=BO·OC/2 или S=BC·OK/2;

ВО=0,5 ВD=4 cм; ОС=0,5 АС=3см;

ВО·ОС=ВС·ОК; ОК=ВО·ОС/ВС.

Отсюда ОК=2,4 см; r=2,4 см.

Зная длину радиуса вписанной окружности, можно найти её длину:

С=2πr=4,8π см

2. Рассмотрим ромб ABCD. Сторона ВС равна а, а острый угол АВС равен А. Так как диагонали ромба являются биссектрисами его углов, то угол ОВС равен 0,5А. Рассмотрим прямоугольный треугольник ВОС. Гипотенуза ВС равна А, острый угол ОВС равен 0,5А. Найдём катеты этого треугольника:

ВО=а cosA/2; ОС=а sin A/2.

В задаче 1) показано, что 

ОК=ВО·ОС/ВС.

Отсюда 

ОК=(а·cosA/2·a·sinA/2)/a=a·sinA/2·cosA/2=0,5a sinA;

r=0,5 sinA
Зная длину радиуса вписанной окружности, можно найти её длину:

С=2πr=πa sinA.

Задача№5

Угол между сторонами AB и CD четырехугольника ABCD равен . Докажите, что AD2 = AB2 + BC2 + CD2 – 2(AB · BCcos B + BC · CDcos C + CD · ABcos ). 

Решение
По теореме косинусов AD2 = AC2 + CD2 – 2AC · CD · cos ACD и AC2 = AB2 + BC2 – 2AB · BCcos B. А так как длина проекции отрезка AC на прямую l, перпендикулярную CD, равна сумме длин проекций отрезков AB и BC на прямую l, то ACcos ACD = ABcos  + BCcos C. 

