Урок №6

«Площади четырёхугольников»

ТЕОРИЯ

Площадь квадрата:

S=a², где а – сторона квадрата.

Площадь прямоугольника:

S=ab, где a и b – стороны прямоугольника.

Площадь параллелограмма:

S=ab sin A, где а и b – стороны параллелограмма, А – угол между этими сторонами.

Площадь ромба:

S=ah, где a – сторона ромба, h – высота ромба.

S=aasinA, где a – сторона ромба, А – угол между этими сторонами.

S=d1d2/2, где d1 и d2  -   диагонали ромба.

Задача№1

Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Расстояние от точек A,B и P до прямой CD равны a,b и p. Докажите, что площадь четырехугольника ABCD равна ab · CD/2p. 

Решение
Пусть площади треугольников APB,BPC,CPD и DPA равны S1,S2,S3 и S4. Тогда a/p = (S3 + S4)/S3 и b · CD/2 = S3 + S2, а значит,  ab · CD/2p = (S3 + S4)(S3 + S2)/S3. Учитывая, что S2S4 = S1S3, получаем требуемое. 

Задача№2
Четырехугольник ABCD вписан в окружность радиуса R,  - угол между его диагоналями. Докажите, что площадь S четырехугольника ABCD равна 2R2sin Asin Bsin . 

Решение
Применяя теорему синусов к треугольникам ABC и ABD, получаем AC = 2Rsin B и BD = 2Rsin A. Поэтому 

	S = 
	 1 



2
	AC · BDsin   = 2R2sin Asin Bsin  



. 

Задач№3
Докажите, что площадь четырехугольника, диагонали которого не перпендикулярны, равна tg  · a2 + c2 – b2 – d2/4, где a,b,c и d- длины последовательных сторон,  - угол между диагоналями. 

Решение
Так как площадь четырехугольника равна (d1d2sin )/2, где d1 и d2- длины диагоналей, то остается проверить, что 2d1d2cos   = a2 + c2 – b2 – d2. Пусть O- точка пересечения диагоналей четырехугольника ABCD,    = AOB. Тогда AB2 = AO2 + BO2 – 2AO · BOcos  и BC2 = BO2 + CO2 + 2BO · COcos . Поэтому AB2 – BC2 = AO2 – CO2 – 2BO · ACcos . Аналогично
 CD2 – AD2 = CO2 – AO2 – 2DO · ACcos . Складывая эти равенства, получаем требуемое. 

Замечание. Так как 16S2 = 4d12d22sin 2  = 4d12d22 – (2d1d2cos )2, то 16S2 = 4d12d22 – (a2 + c2 – b2 – d2)2

.Задача№4 

а) Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника ABCD вычисляется по формуле 

	S2 = (p – a)(p – b)(p – c)(p – d) – abcdcos 2((B + D)/2),



	


где p- полупериметр,  a,b,c,d- длины сторон. 

б) Докажите, что если четырехугольник ABCD вписанный, то S2 = (p – a)(p – b)(p – c)(p – d). 

в) Докажите, что если четырехугольник ABCD описанный, то S2 = abcdsin 2((B + D)/2). 

 Решение
а) Пусть AB = a, BC = b, CD = c и AD = d. Ясно, что S = SABC + SADC = (absin B + cdsin D)/2 и a2 + b2 – 2abcos B = AC2 = c2 + d2 – 2cdcos D. Поэтому 

	16S2 = 4a2b2 – 4a2b2cos 2B + 8abcdsin Bsin D + 4c2d2 – 4c2d2cos 2D,



	


	(a2 + b2 – c2 – d2)2 + 8abcdcos Bcos D  =  4a2b2 · cos 2B + 4c2d2cos 2D.



	


Подставляя второе равенство в первое, получаем 

	16S2 = 4(ab + cd)2 – (a2 + b2 – c2 – d2)2  – 8abcd(1 + cos Bcos D – sin Bsin D).



	


Ясно, что  4(ab + cd)2 – (a2 + b2 – c2 – d2)2 = 16(p – a)(p – b)(p – c)(p – d) и 1 + cos Bcos D – sin Bsin D = 2cos 2((B + D)/2). 

б) Если ABCD- вписанный четырехугольник, то B + D = 180°, а значит,  cos 2((B + D)/2) = 0. 

в) Если ABCD- описанный четырехугольник, то a + c = b + d, поэтому p = a + c = b + d и p – a = c, p – b = d, p – c = a, p – d = b. Следовательно, S2 = abcd× ×(1 – cos 2((B + D)/2)) = abcdsin 2((B + D)/2). 

Если четырехугольник ABCD вписанный и описанный одновременно, то S2 = abcd. 

Д.З
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Площадь круга равна 25π. Определить площадь вписанного в него прямоугольника, стороны которого относятся как 3:4.

Решение: Рассмотрим прямоугольник АВСD, вписанный в круг с центром в точке О. Используя формулу площади круга S=πR², найдём радиус этого круга: πR²=25π.; R²=25; R=5. Диагональ АС прямоугольника ABCD является диаметром круга, в который вписан прямоугольник. Поэтому АС=2R=10. Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС. Так как стороны прямоугольника относятся как 3:4, то ВС=3х, АВ=4х. Используя теорему Пифагора, составим уравнение 9х²+16х²=100, х=2. Поэтому ВС=6, АВ=8. S=6·8=48.

