Урок №3

«Прямоугольник. Квадрат»

Историческая справка.

Главной заслугой квадрата стало использование его, как удобной единицы площади. Действительно, квадратами очень удобно замащивать плоские участки, а скажем, кругами такого не сделаешь без дыр и наложений. Часто математики вместо слов «нахождение площади» говорят «квадратирование»; так, задача о нахождении площади круга называется задачей о квадратуре круга. Квадрат – главное действующее лицо в теореме Пифагора. Он стал олицетворением второй степени, вспомним: квадратный корень, квадратное уравнение, квадратный трёхчлен.
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О различных применениях квадрата в математике можно рассказывать очень долго, но давайте присмотримся к самому квадрату – так ли он прост, как это кажется. Для начала вам вопрос: Как провести в квадрате сеть дорог, по которым можно проехать из любой вершины в любую, имеющую наименьшую длину? Сеть, состоящая из трёх сторон квадрата, длиннее, чем сеть, составленная из двух диагоналей. А можно ли сделать её ещё короче? Оказывается, можно. Такая сеть изображена на рисунке. Она похожа на фрагмент пчелиных сот. Углы между отрезками в середине квадрата по 120º. Для сети из трёх сторон квадрата со стороной 1 длина сети равна 3, для диагоналей она равна 2,828…, а в третьем случае              она равна 2, 732…. Более короткой сети нет.   

Разделить квадрат на более мелкие квадратики одинаковой площади очень просто: достаточно провести сетку равноотстоящих прямых, параллельных сторонам квадрата. Количество полученных квадратиков будет квадратом, да, да! Именно поэтому произведение двух одинаковых чисел назвали квадратом.

Но математики – народ дотошный, для всякого утверждения они рассматривают противоположные, которых может быть несколько. Так вот, возник вопрос: А можно ли разрезать квадрат на несколько квадратиков, среди которых нет одинаковых? 

Этот вопрос долго оставался не решенным. Многие даже выдающиеся математики считали, что такое разрезание не возможно. Но в 1939 году было построено разбиение квадрата на 55 различных квадратов. В 1940 году были найдены два способа разбиения квадрата на 28 различных квадратов, затем – на 26 квадратов, а в 1948 году было получено разбиение на 24 различных квадрата. В 1978 году было найдено разбиение на 21 различный квадрат и доказано, что разбиение на меньшее число различных квадратов найти уже нельзя.

ТЕОРИЯ

Прямоугольник – параллелограмм, у которого все углы прямые. Прямоугольник обладает всеми свойствами параллелограмма, поэтому противоположные стороны прямоугольника равны и параллельны, а диагонали в точке пересечения делятся пополам. К этим свойствам добавляется свойство равенства диагоналей. Прямоугольник имеет две оси симметрии: прямые, проходящие через точку пересечения диагонали перпендикулярны противоположным сторонам. Периметр прямоугольника равен удвоенной сумме соседних сторон, а площадь прямоугольника равна произведению соседних сторон.

Квадратом называется прямоугольник с равными сторонами. Или ромб, у которого все углы прямые. Поэтому квадрат обладает всеми свойствами прямоугольника и ромба: 

1. Противоположные стороны равны и параллельны

2. Все углы прямые

3. Диагонали квадрата равны, взаимно перпендикулярны, точкой пересечения делятся пополам и делят углы квадрата пополам.

4. Точка пересечения диагонали квадрата является центром симметрии квадрата, центром вписанной и описанной окружностей.

5. Квадрат имеет четыре оси симметрии 
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Если сторона квадрата равна а , то диагональ d=a2, а площадь квадрата S=a²=0.5d²

Задача №1. 

Точка K — середина стороны AB квадрата ABCD, а точка L делит диагональ AC в отношении AL : LC = 3 : 1. Докажите, что угол KLD прямой. 

Решение. Опустим из точки L перпендикуляры LM на AB и LN на AD. Тогда KM = MB = ND и KL = LB = DL, поэтому прямоугольные треугольники KML и DNL равны. Следовательно, DLK = NLM = 90°. 

Задача №2 

Кривая  делит квадрат на две части равной площади. Докажите, что на ней можно выбрать две точки A и B так, что прямая AB проходит через центр O квадрата. 

Решение.
Случай, когда точка O принадлежит , очевиден; поэтому будем предполагать, что O не принадлежит . Пусть - образ кривой  при симметрии относительно точки O. Если кривые  и  не пересекаются, то части, на которые  делит квадрат, не могут быть равной площади. Пусть X- точка пересечения  и , а точка X симметрична X относительно точки O. Так как при симметрии относительно точки O кривая  переходит в , то X принадлежит . Поэтому прямая XX искомая. 

Д.з.

Задача 

О выпуклом четырехугольнике ABCD известно, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники ABC,BCD,CDA и DAB, равны между собой. Докажите, что ABCD- прямоугольник. 

Решение.
Достроим треугольники ABD и DBC до параллелограммов ABDA1 и DBCC1. Отрезки, соединяющие точку D с вершинами параллелограмма ACC1A1, делят его на четыре треугольника, равных треугольникам DAB, CDA, BCD и ABC, поэтому радиусы вписанных окружностей этих треугольников равны. Докажем, что точка D совпадает с точкой O пересечения диагоналей параллелограмма. Если D  0, то можно считать, что точка D лежит внутри треугольника AOC. Тогда rADC < rAOC = rA1OC1 < rA1DC1 = rABC . Получено противоречие, поэтому D = O. 

Так как p = S/r, а площади и радиусы вписанных окружностей треугольников, на которые диагонали делят параллелограмм ACC1A1, равны, то равны и их периметры. Поэтому ACC1A1- ромб, a ABCD - прямоугольник. 

