Урок№2
«Ромб»

Историческая справка.

«Ромб» происходит от латинского слова «ромбус» - латинской формы греческого слова «ромбос», означающего бубен. Мы привыкли к тому, что бубен имеет круглую форму, но раньше бубны имели форму квадрата или ромба, о чём свидетельствуют изображения «бубен» на игральных картах.

ТЕОРИЯ.

Ромб  - параллелограмм, у которого все стороны равны. Ромб обладает всеми свойствами параллелограмма и дополнительно к ним следующими свойствами:

1. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны.

2. Диагонали ромба являются биссектрисами, его внутренних углов.

3. Прямые, содержащие диагонали ромба, являются его осями симметрии.
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В любой ромб можно вписать окружность, центр которой лежит на пересечении диагоналей ромба.

· S=ah
· S=a²sinA
· S=0.5 d1 d2
· d1²  + d2²=4 a²
· r=h/2
Задача №1 . 

На сторонах выпуклого четырехугольника ABCD внешним образом построены подобные ромбы, причем их острые углы  прилегают к вершинам A и C. Докажите, что отрезки, соединяющие центры противоположных ромбов, равны, а угол между ними равен . 

Решение. 

Пусть O1,O2,O3 и O4 — центры ромбов, построенных на сторонах AB,BC,CD и DA; M — середина диагонали AC. Тогда MO1 = MO2 и O1MO2 =  (см. домашнюю задачу (1)) . Аналогично MO3 = MO4 и O3MO4 = . Следовательно, при повороте на угол  относительно точки M треугольник O1MO3 переходит в O2MO4. 

Задача №2. 

Продолжения сторон AB и CD вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD- в точке Q. Докажите, что точки пересечения биссектрис углов AQB и BPC со сторонами четырехугольника являются вершинами ромба. 

Решение. Обозначим точки пересечения и углы так, как показано на рисунок. Достаточно проверить, что x = 90°. Углы четырехугольника BMRN равны 180° – ,  + ,  +  и x, поэтому равенство x = 90° эквивалентно равенству (2 + ) + (2 + ) = 180°. Остается заметить, что 2 +   = BAD и 2 +   = BCD. 

Задача№3. 

Из вершин A и B опущены перпендикуляры на CD, пересекающие прямые BD и AC в точках K и L соответственно. Докажите, что AKLB- ромб. 

Решение. Острые углы BLP и BDC имеют соответственно перпендикулярные стороны, поэтому они равны. Следовательно, BLP = BDC = BAP. Кроме того,  AKBL и ALBK. Поэтому AKLB- ромб. 

Задача №4
Докажите, что если центр вписанной в четырехугольник окружности совпадает с точкой пересечения диагоналей, то этот четырехугольник- ромб. 

Решение. Пусть O — центр вписанной окружности и точка пересечения диагоналей четырехугольника ABCD. Тогда ACB = ACD и BAC = CAD. Поэтому треугольники ABC и ADC равны, так как сторона AC у них общая. Следовательно,  AB = DA. Аналогично AB = BC = CD = DA. 

Задача №5. 

Докажите, что середины сторон произвольного четырехугольника - вершины параллелограмма. Для каких четырехугольников этот параллелограмм является прямоугольником, для каких — ромбом, для каких — квадратом? 

Решение. Пусть K, L, M и N — середины сторон AB, BC, CD и DA соответственно четырехугольника ABCD. Тогда KL = MN = AC/2 и отрезок KL параллелен MN, т. е. KLMN — параллелограмм. Теперь ясно, что KLMN - прямоугольник, если диагонали AC и BD перпендикулярны; ромб, если AC = BD; квадрат, если диагонали AC и BD равны по длине и перпендикулярны. 

Д.З.

Четырехугольник ABCD вписанный. Докажите, что центры вписанных окружностей треугольников ABC, BCD, CDA и DAB образуют прямоугольник. 

Решение. Пусть Oa,Ob,Oc и Od- центры вписанных окружностей треугольников BCD,ACD,ABD и ABC соответственно. Так как ADB = ACB, то AOcB = 90° + (ADB/2) = 90° + (ACB/2) = AOdB (см. задачу №3 урока №6,7). Поэтому четырехугольник ABOdOc вписанный, т.е.  OcOdB = 180° – OcAB = 180° – (A/2). Аналогично OaOdB = 180° – (C/2). Так как A + C = 180°, то OcOdB + OaOdB = 270°, а значит,  OaOdOc = 90°. Аналогично доказывается, что и остальные углы четырехугольника OaObOcOd равны 90°. 
