Урок №8
«Обобщение по теме треугольник»

Задача №1
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На основании АС равностороннего треугольника АВС взята точка N, так что AN : AС=µ. Найти отношение радиусов окружностей, описанных вокруг треугольника АВN и треугольника АВС.

Решение:

*Пусть сторона [image: image2.png]


     АВС равна а                                                

*По условию задачи АN:АС=µ.                                  

Т.е AN=µ·a
*Используя теорему cos для
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     ABN, получим:

BN²=AB²+AN²-2AB·AN·cos60º

BN²=a²+µ²·a²-2a·µ·a·0,5

BN=a·(1+µ²-µ)½

* По теореме синусов, применённой к [image: image4.png]


     ABC и [image: image5.png]


     ABN,

имеем ВС:sinA=2·R   и   BN:sinA=r
откуда r:R=BN:BC=(a·(1+µ²-µ)½):a=(1+µ²-µ)½

Ответ: r:R=(1+µ²-µ)½
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Задача №2 Докажите,  что  если  a1 = a2 и b1 = b2 (рис.1), то x = y.          

                                                                                                                               Решение. Проведем дополнительно прямые, параллельные прямым, на которых лежат отрезки длиной a1 = a2 = a и b1 = b2 = b (рис. 2). Из подобия треугольников следуют равенства 
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. Перемножив эти равенства, получим x(y + z1) = y(x + z1), а значит, x = y.

Задача №3  

На отрезке MN построены подобные, одинаково ориентированные треугольники AMN, NBM и MNC (рис3). Докажите, что треугольник ABC подобен всем
этим треугольникам, а центр его описанной окружности равноудален от точек M и N. 

Решение. Так как AMN = MNC и BMN = MNA, то AMB = ANC. Кроме того,  AM : AN = NB : NM = BM : CN. Поэтому AMBANC, а значит, MAB = NAC. Следовательно, BAC = MAN. Для других углов доказательство аналогично. 

Пусть точки B1 и C1 симметричны B и C относительно серединного перпендикуляра к отрезку MN. Так как AM : NB = MN : BM = MC : NC, то MA · MC1 = AM · NC = NB · MC = MB1 · MC. Следовательно, точка A лежит на окружности, описанной вокруг трапеции BB1CC1. 

Задача №4 . 

На сторонах произвольного треугольника ABC внешним образом построены равнобедренные треугольники с углами 2, 2 и 2 при вершинах A, B и C, причем  +  +   =  180°. Докажите, что углы треугольника ABC равны ,  и . 

Решение:  Заметим сначала, что сумма углов при вершинах A,B и C шестиугольника ABCABC равна 360°, так как по условию сумма его углов при остальных вершинах равна 360°. Построим на стороне AC внешним образом треугольник ACP, равный треугольнику BCA (рис.4). Тогда ABP = CBA, так как AB = CB, AP = CA и PAB = 360° – PAC – CAB  =  

360° –ABCCAB = ACB. 

Следовательно,  CBA = CBP, а значит,  2ABC = PBA = ABC, так как  PBA = ABC. 

Задача №5

 В равнобедренном треугольнике ABC из середины H основания BC опущен перпендикуляр HE на боковую сторону AC; O — середина отрезка HE. Докажите, что прямые AO и BE перпендикулярны. 

Решение. Пусть D — середина отрезка BH. Так как BHAHEA, то AD : AO = AB : AH и DAH = OAE. Следовательно,  DAO = BAH, а значит,  DAOBAH и DOA = BAH = 90°. 

Задача №6 

В треугольник вписана окружность радиуса r. Касательные к этой окружности, параллельные сторонам треугольника, отсекают от него три маленьких треугольника. Пусть r1, r2, r3 — радиусы вписанных в эти треугольники окружностей. Докажите, что r1 + r2 + r3 = r. 

Решение. Периметр треугольника, отсекаемого прямой, параллельной стороне BC, равен сумме расстояний от точки A до точек касания вписанной окружности со сторонами AB и AC, поэтому сумма периметров маленьких треугольников равна периметру треугольника  ABC : P1 + P2 + P3 = P. Из подобия треугольников следует, что ri/r = Pi/P. Складывая эти равенства, получаем требуемое. 

Задача №7
На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Докажите, что их центры образуют квадрат. 

Решение: 

Пусть P,Q и R — центры квадратов, построенных на сторонах DA,AB и BC параллелограмма с острым углом  при вершине A. Легко проверить, что PAQ = 90° +   = RBQ, а значит,  PAQ = RBQ. Стороны AQ и BQ этих треугольников перпендикулярны, поэтому PQQR. 


Д.З

Задача на дом.(1)
а) На сторонах AB и AC треугольника ABC внешним образом построены прямоугольные треугольники ABC1 и AB1C, причем C1 = B1 = 90°, ABC1  =  ACB1 = ; M — середина BC. Докажите, что MB1 = MC1 и B1 M C1 = 2. 

б) На сторонах треугольника ABC внешним образом построены правильные треугольники. Докажите, что их центры образуют правильный треугольник, причем его центр совпадает с точкой пересечения медиан треугольника ABC. 

Решение 

 а) Пусть P и Q — середины сторон AB и AC. Тогда  MP = AC/2 = QB1, MQ = AB/2 = PC1 и C1PM = C1PB + BPM = B1QC + CQM = B1QM. Следовательно, MQB1 = C1PM, а значит, MC1 = MB1. Кроме того, PMC1 + QMB1 = QB1M + QMB1 = 180° – MQB1, а MQB1 = A + CQB1 = A + (180° – 2). Следовательно, B1MC1 = PMQ + 2 – A = 2. (Случай, когда  C1PB + BPM > 180°, разбирается аналогично.) 

б) Возьмем на сторонах AB и AC такие точки B и C, что AB : AB = AC : AC = 2 : 3. Середина M отрезка BC совпадает с точкой пересечения медиан треугольника ABC. Построим на сторонах AB и AC внешним образом прямоугольные треугольники ABC1 и AB1C с углом   = 60°. Тогда B1 и C1 — центры правильных треугольников, построенных на сторонах AB и AC; с другой стороны, согласно задаче а) MB1 = MC1 и B1MC1 = 120°. 

Замечание. Утверждения задач а) и б) остаются верными и для треугольников, построенных внутренним образом. 

