Урок №6, №7

«Вписанные, описанные треугольники, теорема синусов и косинусов».

ТЕОРИЯ

1. Вписанной окружностью треугольника называют окружность, касающуюся всех его сторон. Центром вписанной окружности является точка пересечения биссектрис. 

Вневписанной окружностью треугольника ABC называют окружность, касающуюся одной стороны треугольника и продолжений двух других его сторон. Для каждого треугольника имеется ровно три вневписанные окружности. Центром вневписанной окружности, касающейся стороны AB, является точка пересечения биссектрисы угла C и биссектрис внешних углов A и B. 

Описанной окружностью треугольника называют окружность, проходящую через его вершины. Центром описанной окружности треугольника является точка пересечения серединных перпендикуляров к его сторонам. 

2. Для элементов треугольника ABC часто используются следующие обозначения: 

a,b и c — длины сторон BC,CA и AB; 

, и - величины углов при вершинах A,B,C; 

p — полупериметр; 

R — радиус описанной окружности; 

r — радиус вписанной окружности; 

Радиус описанной окружности:

R=a/2sinA=b/2sinb=c/2sinc; R=abc/4S.

Радиус вписанной окружности:

r=S/p; r=(p-a)(p-b)(p-c)/p; r=4RsinA/2sinB/2sinC/2.

Для всякого треугольника зависимость между его высотами и радиусом вписанной окружности выражается формулой.

1/ha+1/hb+1/hc=1/r
Теорема косинусов.

Квадрат любой стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус угла между ними.

a²=b²+c²±2cb·cosA
Квадрат стороны равен сумме квадратов двух других сторон минус удвоенное произведение этих сторон на косинус угла между ними, если противоположный угол острый, и плюс, если противоположный угол тупой.

Теорема синусов.

Стороны треугольника пропорциональны синусам противолежащих углов и это отношение равно двум радиусам описанной окружности.

2R=a/sinA=b/sinb=c/sinc

*В любой треугольник можно вписать окружность, и притом только одну. Центр вписанной в треугольник окружности является точкой пересечения биссектрис внутренних углов треугольника. 

*Около любого треугольника можно описать окружность, и притом только одну. Центр описанной около треугольника окружности является точкой пересечения серединных перпендикуляров.

Задача №1
На сторонах BC,CA и AB треугольника ABC взяты точки A1,B1 и C1, причем AC1 = AB1, BA1 = BC1 и CA1 = CB1. Докажите, что A1,B1 и C1- точки касания вписанной окружности со сторонами. 

Решение:
Пусть AC1 = AB1 = x, BA1 = BC1 = y и CA1 = CB1 = z. Тогда a = y + z, b = z + x и c = x + y. Вычитая третье равенство из суммы первых двух, получаем z = (a + b – c)/2. Поэтому, если треугольник ABC задан, то положение точек A1 и B1 определено однозначно. Аналогично положение точки C1 определено однозначно. Остается заметить, что точки касания вписанной окружности со сторонами удовлетворяют указанным в условии задачи соотношениям. 

Задача№2

Пусть Oa,Ob и Oc- центры вневписанных окружностей треугольника ABC. Докажите, что точки A,B и C — основания высот треугольника OaObOc. 

Решение:
Лучи COa и COb- биссектрисы внешних углов при вершине C, поэтому C лежит на прямой OaOb и OaCB = ObCA. Так как COc- биссектриса угла BCA, то BCOc = ACOc. Складывая эти равенства, получаем OaCOc = OcCOb, т. е. OcC — высота треугольника OaObOc. Аналогично доказывается, что OaA и ObB - высоты этого треугольника. 

Задача №3 

Докажите, что сторона BC треугольника ABC видна из центра O вписанной окружности под углом 90° + A/2, а из центра Oa вневписанной окружности под углом 90° – A/2. 

Решение. 

Ясно, что BOC = 180° – CBO – BCO = 180° – B/2 – C/2 = 90° + A/2, a BOaC = 180° – BOC, так как OBOa = OCOa = 90°. 

Задача№4. 

Внутри треугольника ABC взята такая точка P, что  PAB : PAC = PCA : PCB  =  PBC : PBA = x. Докажите, что x = 1. 

Решение
Пусть AA1,BB1 и CC1- биссектрисы треугольника ABC,  O — точка их пересечения. Предположим, что x > 1. Тогда PAB > PAC, т. е. точка P лежит внутри треугольника AA1C. Аналогично точка P лежит внутри треугольников CC1B и BB1A. Но единственной общей точкой трех этих треугольников является точка O. Получено противоречие. Случай x < 1 разбирается аналогично. 

Задача№5*. 

Пусть A1,B1 и C1- проекции некоторой внутренней точки O треугольника ABC на высоты. Докажите, что если длины отрезков AA1,BB1 и CC1 равны, то они равны 2r. 

Решение: 

Пусть da,db и dc- расстояния от точки O до сторон BC,CA и AB. Тогда ada + bdb + cdc = 2S и aha = bhb = chc = 2S. Если ha – da = hb – db = hc – dc = x, то (a + b + c)x = a(ha – da) + b(hb – db) + c(hc – dc) = 6S – 2S = 4S. Поэтому x = 4S/2p = 2r. 

Задача№6*. 

Угол величиной   = BAC вращается вокруг своей вершины O — середины основания AC равнобедренного треугольника ABC. Стороны этого угла пересекают отрезки AB и BC в точках P и Q. Докажите, что периметр треугольника PBQ остается постоянным. 

Решение:

 Докажем, что точка O является центром вневписанной окружности треугольника PBQ, касающейся стороны PQ. В самом деле,  POQ = A = 90° – B/2; из центра вневписанной окружности отрезок PQ виден под таким же углом (задача №3). Кроме того, точка O лежит на биссектрисе угла B. Следовательно, полупериметр треугольника PBQ равен длине проекции отрезка OB на прямую CB. 

Задача№7*. 

а) На стороне AB треугольника ABC взята точка P. Пусть r, r1 и r2 - радиусы вписанных окружностей треугольников ABC, BCP и ACP; h - высота, опущенная из вершины C. Докажите, что r = r1 + r2 – 2r1r2/h. 

б) Точки A1, A2, A3, …  лежат на одной прямой (в указанном порядке). Докажите, что если радиусы вписанных окружностей всех треугольников BAiAi + 1 равны одному и тому же числу r1, то радиусы вписанных окружностей всех треугольников BAiAi + k равны одному и тому же числу rk. 

Решение: 

а) Пусть x1 = BP и x2 = AP. Тогда 

	r1 = 
	 x1h 



a + p + x1
	



, 

	r2 = 
	 x2h 



b + p + x2
	



, 

	r = 
	 (x1 + x2)h 



a + b + p + x1 + x2
	



. 

После несложных преобразований требуемое равенство приводится к виду x2(p2 + x12 – a2) + x1(p2 + x22 – b2) = 0. Остается заметить, что p2 + x12 – a2 = 2px1cos BPC, p2 + x22 – b2 = 2px2cos APC и cos BPC =  – cos APC. 

б)Согласно задаче а) 

	rk + 1 = r1 + rk – 
	 2r1rk 



h
	, 



где h - расстояние от точки B до прямой A1A2. 

Задача№8. 

Докажите, что точки, симметричные точке пересечения высот треугольника ABC относительно его сторон, лежат на описанной окружности. 

Решение: 

Пусть A1,B1 и C1- точки, симметричные точке H относительно сторон BC,CA и AB соответственно. Так как ABCH и BCAH, то (AB,BC) = (CH,HA), а так как треугольник AC1H равнобедренный, то (CH,HA) = (AC1,C1C). Следовательно,  (AB,BC) = (AC1,C1C), т. е. точка C1 лежит на описанной окружности треугольника ABC. Аналогично доказывается, что [image: image1.png]


точки A1 и B1 лежат на этой окружности. 

Д.з.

 Доказать, что длина биссектрисы треугольника выражается формулой

Lc=ab-a1b1

Решение:

Применив теорему косинусов к треугольникам с равными углами BCD и ACD, составим уравнение

(Lc²+a²-a1²)/2a Lc =(Lc²+b²-b1²)/2b Lc

откуда b(Lc²+a²- ²)=a(Lc²+b²-b1²)

или Lc²(b-a)-ab(b-a)= (a1b) a1 – (a b1) b1.

Используя равенство a1b= a b1 получаем (b-a)(Lc²-ab)= -a1b1 (b-a).

Откуда: Lc=ab-a1b1

