Урок №3
«Равнобедренный равносторонний треугольник»
ТЕОРИЯ

Равнобедренный треугольник – треугольник, у которого две стороны равны. Эти стороны называются боковыми сторонами, а третья сторона – основанием равнобедренного треугольника. Углы при основании равнобедренного треугольника равны, эти углы могут быть только острыми. Медиана в равнобедренном треугольнике, проведённая к основанию, является биссектрисой и высотой.

Равносторонний треугольник - треугольник, у которого все стороны равны. Равносторонний треугольник является правильным многоугольником. Все углы равностороннего треугольника равны, каждый равен 60º. Медианы, высоты и биссектрисы в равностороннем треугольнике совпадает, их точка пересечения является центром вписанной и описанной окружности. Равносторонний треугольник имеет три оси симметрии – прямые, на которых лежат биссектрисы, медианы и высоты треугольника.

Задача №1

Из точки M, лежащей внутри правильного треугольника ABC, опущены перпендикуляры MP,MQ и MR на стороны AB,BC и CA соответственно. Докажите, что AP2 + BQ2 + CR2 = PB2 + QC2 + RA2 и AP + BQ + CR = PB + QC + RA. 

Решение. 

По теореме Пифагора AP2 + BQ2 + CR2 = (AM2 – PM2) + (BM2 – QM2) + (CM2 – RM2) и PB2 + QC2 + RA2 = (BM2 – PM2) + (CM2 – QM2) + (AM2 – RM2). Эти выражения равны. 

Так как AP2 + BQ2 + CR2 = (a – PB)2 + (a – QC)2 + (a – RA)2 =  3a2 – 2a(PB + QC + RA) + PB2 + QC2 + RA2, где a = AB, то PB + QC + RA = 3a/2. 

Задача №2.

 Окружность делит каждую из сторон треугольника на три равные части. Докажите, что этот треугольник правильный. 

Решение. 

Пусть A и B,  C и D,  E и F — точки пересечения окружности со сторонами PQ,QR,RP треугольника PQR. Рассмотрим медиану PS. Она соединяет середины параллельных хорд FA и DC и поэтому перпендикулярна им. Следовательно,  PS является высотой треугольника PQR, а значит PQ = PR. Аналогично PQ = QR. 

Задача №3. 

Докажите, что если точка пересечения высот остроугольного треугольника делит высоты в одном и том же отношении, то треугольник правильный. 

Решение. 

Пусть H — точка пересечения высот AA1,BB1 и CC1 треугольника ABC. По условию A1H · BH = B1H · AH. С другой стороны, так как точки A1 и B1 лежат на окружности с диаметром AB, то AH · A1H = BH · B1H. Следовательно,  AH = BH и A1H = B1H, а значит,  AC = BC. Аналогично BC = AC. 

Задача №4.

 В треугольник ABC вписана окружность, касающаяся его сторон в точках A1,B1,C1. Докажите, что если треугольники ABC и A1B1C1 подобны, то треугольник ABC правильный. 

Решение. 

Если , и - углы треугольника ABC, то углы треугольника A1B1C1 равны ( + )/2, ( + )/2 и ( + )/2. Пусть для определенности     . Тогда ( + )/2  ( + )/2  ( + )/2. Следовательно,    = ( + )/2 и   = ( + )/2, т. е.   =  и   = . 

Задача №5.

 Радиус вписанной окружности треугольника равен 1, длины высот - целые числа. Докажите, что треугольник правильный. 

Решение. 

В любом треугольнике высота больше диаметра вписанной окружности. Поэтому длины высот- целые числа, бóльшие 2, т. е. все они не меньше 3. Пусть S — площадь треугольника,  a — наибольшая его сторона,  h — соответствующая высота. Предположим, что треугольник неправильный. Тогда его периметр P меньше 3a. Поэтому 3a > P = Pr = 2S = ha, т. е. h < 3. Получено противоречие. 

Д,З,

Найти площадь треугольника со сторонами 5, 10, 13.

Решение. Применить формулу S=1/4·4·a²·b²-(a²+b²-c²)²

