Урок №1

«Подобие треугольников. Вводная тема»

Историческая справка

Треугольник-это простейшая фигура: три стороны и три вершины. Математики его называют двумерным симплексом. «Симплекс» по-латыни означает простейший. Трёхмерным симплексом называют треугольную пирамиду. Именно в силу своей простоты треугольник явился основной многих измерений. Землемеры при своих вычислениях площадей земельных участков и астрономы при нахождении расстояний до планет и звёзд используют свойства треугольников. Так возникла наука тригонометрия – наука об измерении треугольников, о выражении сторон через углы.

Через площадь треугольника выражается площадь любого многоугольника: достаточно разбить этот многоугольник на треугольники, вычислить их площади и сложить результаты. Правда, верную формулу для площади треугольника удалось найти не сразу. В одном египетском папирусе 4000-летней давности говорится, что площадь равнобедренного треугольника равна произведению половины основания на боковую сторону (а не на высоту). 

Через 2000 лет в Древней Греции изучение свойств треугольника ведётся очень активно. Пифагор открывает свою теорему. Герон Александрийский находит формулу, выражающую площадь треугольника через его стороны; становится известным, что биссектрисы, как медианы и высоты, пересекаются в одной точке. 

Особенно активно свойства треугольника исследовались в XV – XVI веках. Вот одна из красивейших теорем того времени, принадлежащая Леонарду Эйлеру: «Середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков высот от вершины до точки их пересечения лежат на одной окружности». Эта окружность получила название «окружности девяти точек».

Император Франции Наполеон свободное время посвящал занятиям математикой. Ему приписывают такую красивую теорему: « Если на сторонах треугольника во внешнюю сторону построить равносторонние треугольники, то их центры будут вершинами равностороннего треугольника». 

Этот треугольник называется 

внешним треугольником Наполеона.

Аналогично строится и внутренний

Треугольник Наполеона. 

ТЕОРИЯ

Для определения вида треугольника можно сравнить квадрат наибольшей стороны с суммой квадратов двух других сторон. Пусть, например, с – наибольшая сторона. Тогда: 

А) Если с²<а²+в², то треугольник остроугольный;

Б) Если с²=а²+в², то треугольник прямоугольный;

В) Если с²>а²+в², то треугольник тупоугольный.

При решении задач, связанных с треугольником, нередко используется свойства четырёх замечательных точек треугольника:

1. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке, лежащей строго внутри треугольника (центр тяжести). Точка пересечения делит медианы на отрезки, длины которых относятся как 2:1, считая от соответствующей вершины.

2. Три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, лежащей строго внутри треугольника. Точка пересечения биссектрис равноудалена от сторон треугольника (центр вписанной окружности).

3. Три перпендикуляра, проведённые к серединам сторон треугольника, пересекаются в одной точке. Эта точка равноудалена от вершин треугольника и является центром описанной окружности.

4. Три высоты треугольника пересекаются в одной точке (ортоцентр).

Признаки подобия треугольников.

1.   Треугольник ABC подобен треугольнику A1B1C1 (обозначение: ABC A1B1C1) тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих эквивалентных условий: 

а) AB : BC : CA = A1B1 : B1C1 : C1A1; 

б) AB : BC = A1B1 : B1C1 и ABC = A1B1C1; 

в) ABC = A1B1C1 и BAC = B1A1C1. 

2. Если параллельные прямые отсекают от угла с вершиной A треугольники AB1C1 и AB2C2, то эти треугольники подобны и AB1 : AB2 = AC1 : AC2 (точки B1 и B2 лежат на одной стороне угла, C1 и C2 — на другой).

Задача №1. 

а) В треугольнике ABC проведена биссектриса BD внутреннего или внешнего угла. Докажите, что AD : DC  =  AB : BC. 

б) Докажите, что центр O вписанной окружности треугольника ABC делит биссектрису AA1 в отношении AO : OA1  =  (b + с) : a, где a, b, c — длины сторон треугольника. 

Решение. а) Опустим из вершин A и C перпендикуляры AK и CL на прямую BD. Так как CBL = ABK и CDL = KDA, то BLCBKA и CLDAKD. Поэтому AD : DC = AK : CL = AB : BC. 

б) Учитывая, что BA1 : A1C = BA : AC и BA1 + A1C = BC, получаем BA1 = ac/(b + c). Так как BO — биссектриса треугольника ABA1, то AO : OA1 = AB : BA1 = (b + c) : a. 

Задача №2

Длины двух сторон треугольника равны a, а длина третьей стороны равна b. Вычислите радиус его описанной окружности. 

Решение. Пусть O — центр описанной окружности равнобедренного треугольника ABC, B1 — середина основания AC, A1 — середина боковой стороны BC. Так как BOA1BCB1, то BO : BA1 = BC : BB1, а значит, 

	R = BO = a2/
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Задача №3.
Прямая, проходящая через вершину A квадрата ABCD, пересекает сторону CD в точке E и прямую BC в точке F. Докажите, что 
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Решение. Если EAD = , то AE = AD/cos   =  AB/cos  и AF = AB/sin . 

Поэтому 
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Задача №4.
 На высотах BB1 и CC1 треугольника ABC взяты точки B2 и C2 так, что AB2C = AC2B = 90°. Докажите, что AB2 = AC2. 

Решение. Легко проверить, что AB22 = AB1 · AC = AC1 · AB = AC22. 

Задача №5.

 В трапецию ABCD (BCAD) вписана окружность, касающаяся боковых сторон AB и CD в точках K и L соответственно, а оснований AD и BC в точках M и N. 

а) Пусть Q — точка пересечения отрезков BM и AN. Докажите, что KQAD. 

б) Докажите, что AK · KB = CL · LD.

Решение а) Так как BQ : QM = BN : AM = BK : AK, то KQAM. 

б) Пусть O — центр вписанной окружности. Так как CBA + BAD = 180°, то ABO + BAO = 90°. Поэтому AKOOKB, т. е. AK : KO = OK : KB. Следовательно, AK · KB = KO2 = R2, где R — радиус вписанной окружности. Аналогично CL · LD = R2. 

Задача №6.

 На стороны BC и CD параллелограмма ABCD (или на их продолжение) опущены перпендикуляры AM и AN. Докажите, что MANABC. 

Решение. Если угол ABC тупой (соответственно острый), то угол MAN тоже тупой (соответственно острый). Кроме того, стороны этих углов взаимно перпендикулярны. Поэтому ABC = MAN. Прямоугольные треугольники ABM и ADN имеют равные углы ABM и ADN, поэтому AM : AN = AB : AD = AB : CB, т. е. ABCMAN. 

Д.З.
Длины всех сторон прямоугольного треугольника являются целыми числами, причем наибольший общий делитель этих чисел равен 1. Докажите, что его катеты равны 2mn и m2 – n2, а гипотенуза равна m2 + n2, где m и n- натуральные числа. 

Прямоугольный треугольник, длины сторон которого целые числа, называют пифагоровым. 

Решение: 

Пусть a и b — катеты,  c — гипотенуза данного треугольника. Если числа a и b нечетные, то a2 + b2 при делении на 4 дает остаток 2 и не может быть квадратом целого числа. Поэтому одно из чисел a и b четное, а другое нечетное; пусть для определенности a = 2p. Числа b и c нечетные, поэтому c + b = 2q и c – b = 2r. Следовательно, 4p2 = a2 = c2 – b2 = 4qr. Если бы числа q и r имели общий делитель d, то на d делились бы числа 

	a = 2
	

 
	

qr
 
	, b = q – r 


и c = q + r. Поэтому числа q и r взаимно просты, а так как p2 = qr, то q = m2 и r = n2. В итоге получаем a = 2mn, b = m2 – n2 и c = m2 + n2. 

Легко проверить также, что если a = 2mn, b = m2 – n2 и c = m2 + n2, то a2 + b2 = c2. 










